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ΜΑΘΗΜΑ   20                 
1.7    ΟΡΙΟ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΣΤΟ ΑΠΕΙΡΟ 
          Όριο πολυωνυµικής και ρητής συνάρτησης 
          Όριο εκθετικής και λογαριθµικής συνάρτησης 

          Θεωρία - Ασκήσεις                                 
 

 

ΘΕΩΡΙΑ 

1. 
Ορισµός 

x
lim
→+∞

( )f x = ∈ℓ ℝ    σηµαίνει ότι               

οι τιµές  ( )f x   της συνάρτησης  f   πλησιάζουν όλο και περισσότερο τον πραγµατικό 

αριθµό  ℓ ,  καθώς η µεταβλητή  x  γίνεται µεγαλύτερη από κάθε θετικό αριθµό  δ. 
 
 
2. 
Ορισµός 

x
lim
→+∞

( )f x = +∞    σηµαίνει ότι               

οι τιµές  ( )f x   της συνάρτησης  f   γίνονται µεγαλύτερες από κάθε θετικό αριθµό  Μ,  

καθώς η µεταβλητή  x  γίνεται µεγαλύτερη από κάθε θετικό αριθµό  δ. 
 
 
3. 
Ορισµός 

x
lim
→+∞

( )f x = −∞    σηµαίνει ότι               

οι τιµές  ( )f x   της συνάρτησης  f   γίνονται µικρότερες από κάθε αρνητικό αριθµό   

–Μ,  καθώς η µεταβλητή  x  γίνεται µεγαλύτερη από κάθε θετικό αριθµό  δ. 
 
 
4. 
Ορισµός 

x
lim
→−∞

( )f x = ∈ℓ ℝ    σηµαίνει ότι               

οι τιµές  ( )f x   της συνάρτησης  f   πλησιάζουν όλο και περισσότερο τον πραγµατικό 

αριθµό  ℓ ,  καθώς η µεταβλητή  x  γίνεται µικρότερη από κάθε αρνητικό αριθµό  –δ. 
 
 
 
 
 



 

 

2 

5. 
Ορισµός 

x
lim
→−∞

( )f x = +∞    σηµαίνει ότι               

οι τιµές  ( )f x   της συνάρτησης  f   γίνονται µεγαλύτερες από κάθε θετικό αριθµό  Μ,  

καθώς η µεταβλητή  x  γίνεται µικρότερη από κάθε αρνητικό αριθµό  –δ. 
 
 
6. 
Ορισµός 

x
lim
→−∞

( )f x = −∞    σηµαίνει ότι               

οι τιµές  ( )f x   της συνάρτησης  f   γίνονται µικρότερες από κάθε αρνητικό αριθµό  

 –Μ, καθώς η µεταβλητή  x  γίνεται µικρότερη από κάθε αρνητικό αριθµό  –δ. 
 
 
7. 
Βασικά  όρια. 

x
lim
→+∞

x  = +∞ ,        
x
lim
→+∞

2x  = +∞ ,   ……………… ,   
x
lim
→+∞

νx  = +∞  

 
 

x
lim
→−∞

x = −∞ ,        
x
lim
→−∞

3x = −∞ ,   ……………… ,    
x
lim
→−∞

2ν + 1x  = −∞  

x
lim
→−∞

2x  = +∞ ,       
x
lim
→−∞

4x  = +∞ ,  ……………… ,    
x
lim
→−∞

2νx  =  +∞  

 
 

x
lim
→+∞

1
x

 = 0,       
x
lim
→+∞

2
1
x

 = 0,   ……………… ,    
x
lim
→+∞

ν

1
x

 = 0 

x
lim
→−∞

1
x

 = 0,       
x
lim
→−∞

2
1
x

 = 0,   ……………… ,    
x
lim
→−∞

ν

1
x

 = 0 

 
 
8. 
Το όριο στο άπειρο πολυωνυµικής 
Το  

x  
lim
→± ∞

  πολυωνυµικής  συνάρτησης  είναι ίσο µε το  
x  
lim
→± ∞

 του µεγιστοβάθµιου 

όρου της. 
 
 
9. 
Το όριο στο άπειρο ρητής 
Το   

x  
lim
→± ∞

ρητής συνάρτησης  είναι ίσο µε το  
x  
lim
→± ∞

 του πηλίκου των 

µεγιστοβάθµιων όρων αριθµητή – παρανοµαστή. 
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10. 
Το όριο στο άπειρο εκθετικής και λογαριθµικής 
Προκύπτει από τη γραφική παράσταση. 
 
 
11. 
Από το όριο στο πρόσηµο 
Αν   

x  
lim
→± ∞

( )f x  = +∞ ,   τότε    ( )f x  > 0   κοντά στο   ± ∞  

Αν   
x  
lim
→± ∞

( )f x  = −∞ ,   τότε    ( )f x  < 0   κοντά στο   ± ∞  

 
12. 
Χρήσιµες ιδιότητες 
Αν   

x  
lim
→± ∞

( )f x  =  ± ∞ ,   τότε    
x  
lim
→± ∞ ( )

1
f x

 = 0 

Αν    
x  
lim
→± ∞

( )f x  = 0   µε  ( )f x  > 0    κοντά στο   ± ∞ ,   τότε   
x  
lim
→± ∞ ( )

1
f x

 = +∞  

Αν    
x  
lim
→± ∞

( )f x  = 0   µε  ( )f x  < 0    κοντά στο   ± ∞ ,   τότε   
x  
lim
→± ∞ ( )

1
f x

 = −∞  

Αν   
x  
lim
→± ∞

( )f x  =  ± ∞ ,    τότε   
x  
lim
→± ∞

( )f x  = +∞ ,    όχι αντίστροφα. 

Αν   
x  
lim
→± ∞

( )f x  = +∞ ,    τότε   
x  
lim
→± ∞

f(x)κ = +∞  
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ΣΧΟΛΙΑ – ΜΕΘΟ∆ΟΙ  

1. 
Χρήσιµο  τριγωνοµετρικό  όριο 

x  
lim
→± ∞

ηµx
x

 = 0                                    

Απόδειξη    

0 < ηµx
x

 = 
ηµx
x

 < 1
x

 

αλλά   
x  
lim
→± ∞

1
x

 = 0,   οπότε µε το κριτήριο παρεµβολής  έχουµε  
x  
lim
→± ∞

ηµx
x

 = 0 

Προσοχή:     Θυµίζουµε    
x 0
lim
→

ηµx
x

 = 1 

 
2. 
Χρήσιµο  τριγωνοµετρικό  όριο 

x  
lim
→± ∞

( )1xηµ
x

 = 1 

Απόδειξη    

Θέτουµε  x = 1
u

,  οπότε  u →0 

x  
lim
→± ∞

( )1x
x

ηµ  = 
u 0
lim
→

( )1 u
u
ηµ  = 

u 0
lim
→

u
u

ηµ  = 1 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

1. 
Να βρείτε το   

x
lim
→+∞

( x + x + x ) 

Προτεινόµενη λύση 

Πεδίο ορισµού:    (0,  +∞ ) 

x
lim
→+∞

x = +∞    ⇒     
x
lim
→+∞

x  = +∞  ,     άρα    και   
x
lim
→+∞

(x + x ) = +∞ 

                                                                    άρα    και   
x
lim
→+∞

( x + x + x ) = +∞ 

 
2. 
Να βρείτε το   

x
lim
→+∞

( x + x  – x ) 

Προτεινόµενη λύση 

Πεδίο ορισµού:    (0,  +∞ ) 

( )f x  = x + x – x  = ( x + x x)( x + x  + x)

x + x  + x

−   

                                      =  

( )
x + x x

xx 1 +  + x
x

−    

                                      =  x
xx 1 +  + x

x

  

                                      =  1
11 1
x

+ +
 

Άρα   
x
lim
→+∞

( )f x  = 
x
lim
→+∞

1
11 1
x

+ +
 =  1

1 0 1+ +
 = 1

2
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Χωρίς απροσδιοριστία 

Συζυγής παράσταση 
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3. 
Να βρείτε το   

x
lim
→−∞

( 24x 1+ + 2x ) 

Προτεινόµενη λύση 

Εργαζόµαστε µε πεδίο ορισµού το διάστηµα  (−∞ ,  0) 

x
lim
→−∞

( 24x 1+ + 2x )  = 
x
lim
→−∞

2 2

2

( 4x + 1  + 2x)( 4x + 1 2x)

4x + 1 2x

−

−
 

                                     = 
x
lim
→−∞

2 2

2

2

4x + 1 4x

1x 4 + 2x
x

−

  − 
 

  

                                     = 
x
lim
→−∞

2

1

1x 4 2 x
x

− + −

 

                                     = 
x
lim
→−∞

2

1 1
1x 4 2
x

 
 
− ⋅ 

+ + 
 

  

                                     = 
x
lim
→−∞

( )1
x

− lim
x→−∞

2

1

14 2
x

+ +

  = 0 . 1
4

 = 0 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Συζυγής παράσταση 
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4. 

Να βρείτε το   
x
lim
→+∞

4x 1 2 x

x + 1 x

− −

−
 

Προτεινόµενη λύση 

Πεδίο ορισµού το διάστηµα   (0,  +∞ ) 

x
lim
→+∞

4x 1 2 x

x + 1 x

− −

−
 =  

x
lim
→+∞

( 4x 1 2 x )( 4x 1 + 2 x )( x + 1 + x )

( x + 1 x )( x + 1 + x )( 4x 1 + 2 x )

− − −

− −
 

                                     =  
x
lim
→+∞

(4x 1 4x)( x + 1 + x )

(x + 1 x)( 4x 1 + 2 x )

− −

− −
   

                                     = 
x
lim
→+∞

( x + 1 + x )

4x 1 + 2 x

−

−
 

                                     =  –
x
lim
→+∞

1x(1 + ) + x
x

1x(4 ) + 2 x
x

−

   

                                     =  –
x
lim
→+∞

1x 1 + + x
x

1x 4 + 2 x
x

−

 

                                    = –
x
lim
→+∞

11 1
x

14 2
x

+ +

− +

   

                                    =  – 1 0 1

4 0 2

+ +

− +
 =  – 2

4
 = – 1

2
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

∆ιπλή συζυγής παράσταση 
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5. 

Να βρείτε το    
x
lim
→−∞

( )2 2x 1 x  + x
3x 1 3x + 1
− −
−

 

Προτεινόµενη λύση 

Θεωρούµε   ( )f x = 
2 2(x 1)(3x + 1) (x  + x)(3x 1)

(3x 1)(3x + 1)
− − −

−
   κοντά στο −∞  

                    ( )f x = 
3 2 3 2 2

2
3x x 3x 1 3x  + x 3x x

9x 1
+ − − − − +

−
 

                    ( )f x = 
2

2
x 2x 1
9x 1

− − −
−

 

x
lim
→−∞

( )f x  = 
x
lim
→−∞

2

2
x

9x
−  = 

x
lim
→−∞

1
9

−  = 1
9

−  

 
 
 
6. 

Να βρείτε το    
x
lim
→−∞

( )( )
( ) ( )

82

5 33 2 2

x 1 3x 2

2x  + x x 4

− +

−
 

Προτεινόµενη λύση 

Αν φανταστούµε τις πράξεις,  ο αριθµητής είναι πολυώνυµο µε µεγιστοβάθµιο  

                                                                      όρο   x⋅ ( )823x  = x⋅38 x16 = 38 x17  

                                         και  ο παρανοµαστής είναι πολυώνυµο µε µεγιστοβάθµιο  

                                                                      όρο   ( )532x ⋅ ( )32x = 25⋅x15 ⋅x6 = 25x21  

 

Εποµένως   
x
lim
→−∞

( ) ( )
( ) ( )

82

5 33 2 2

x 1 3x 2

2x x x 4

− +

+ −
 =

x
lim
→−∞

8 17

5 21
3 x
2 x

   

                                                               =  
8

5
3
2

 lim
x→−∞

4
1
x

 =  
8

5
3
2
⋅0  = 0                                  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Πάµε για  ρητή 

Πάµε για  ρητή 
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7. 

Αν    
x
lim
→+∞

( )f x  = +∞ ,    να βρείτε το    
x
lim
→+∞

2

2
(2x + 1) f (x) 2 f(x) + 3x

x f (x) + (x + 1) f(x) 3
−

−
 

Προτεινόµενη λύση 

x
lim
→+∞

2

2
(2x + 1) f (x) 2 f(x) + 3x

x f (x) + (x + 1) f(x) 3
−

−
 = 

x
lim
→+∞

2 2

2
2x f (x) + f (x) 2 f(x) + 3x

x f (x) + x f(x) + f(x) 3
−

−
 

                                                      = 
x
lim
→+∞

2
2

2
2

1 2 3x f (x) 2 + +
x xf(x) f (x)

1 1 3x f (x) 1+ +
f(x) xf(x) xf (x)

 −  
 −  

 

                                                      = 
2

x

2
x

1 2 3lim 2 + +
x xf(x) f (x)

1 1 3lim 1 + +
f(x) xf(x) xf (x)

→+∞

→+∞

 −  
 −  

 =  

                                                      = 2 0 0 0
1 0 0 0
+ − +
+ + −

 = 2 

 
 
8. 
Να βρείτε το    

x
lim
→+∞

2
lnx

lnx e+
 

Προτεινόµενη λύση 

Θεωρούµε   ( )f x = 2
lnx

lnx e+
  κοντά στο  +∞ ,   άρα   ( )f x = lnx

2lnx e+
 

Θέτουµε  u lnx= ,   τότε   
x
lim
→+∞

u  = 
x
lim
→+∞

lnx  = +∞  

Άρα   
x
lim
→+∞

2
lnx

lnx e+
 = 

x
lim
→+∞

lnx
2lnx e+

 

                                   = 
u
lim
→+∞

u
2u e+

  

                                   = 
u
lim
→+∞ ( )

u
eu 2
u

+
  

                                   = 
u
lim
→+∞

1
e2
u

+
 =  1

2 0+
 =  1

2
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Αλλαγή µεταβλητής 

Όπως στις ρητές 
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9. 
Να βρείτε το    

x
lim
→+∞

( x + 5 + x + 1 – 2x ) 

Προτεινόµενη λύση 

Εργαζόµαστε µε πεδίο ορισµού το διάστηµα   (0,  +∞ ) 
 
 ( )f x  = x + 5 + x + 1 – 2 x    =  ( x + 5– x   ) + ( x 1+ – x  )  

           =  ( x + 5 x)( x + 5 + x)
x + 5 + x
−  + ( x + 1 x)( x + 1 + x)

x + 1 + x
−  

           =  

( )
x + 5 x

5x 1 + + x
x

−  + 

( )
x + 1 x

1x 1 + + x
x

−      

           =  5

5x 1 x
x

+ +

 + 1

1x 1 x
x

+ +

   

           =  1

x

5 1

5 11 11 1
xx

 
 

+ 
 + ++ + 
 

     

Αλλά    
x
lim
→+∞

1

x
 = 0     

και       
x
lim
→+∞

5 1

5 11 11 1
xx

 
 

+ 
 + ++ + 
 

 = 5

1 0 1+ +
 + 1

1 0 1+ +
 = 5

2
 + 1

2
 = 6

2
 = 3 

Άρα     
x
lim
→+∞

( )f x  = 0 ⋅3 = 0 

 
 
10. 
Να βρείτε το   

x
lim
→+∞

( 2 24x 1 x 1+ + −  – 3x ) 

Προτεινόµενη λύση 

Εργαζόµαστε µε πεδίο ορισµού το διάστηµα   (0,  +∞ ) 

( )f x  =  2 24x 1 x 1+ + −   – 3x  =  ( 24x 1+ – 2x ) + ( 2x 1− – x ) 

Συνεχίζουµε όπως στην άσκηση  9. 
 
 

∆ιάσπαση 

∆ιάσπαση 


